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Résumé 

La cohomologie syntomique ici définie fait le lien entre la cohomologie 
rigide et la cohomologie étale, en interprétant cette dernière comme points 
fixes du Frobenius agissant sur la première. 

Soit V un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel par- 
fait k = V/m de caractéristique p > et de corps des fractions K de ca- 
ractéristique 0. Après avoir défini la cohomologie syntomique à supports 
compacts d'un faisceau abélien T sur un /c-schéma X, nous montrons que 
celle-ci coïncide avec la cohomologie étale à supports compacts lorsque T est 
un faisceau lisse. Si de plus le F-isocristal convergent associé au faisceau lisse 
T provient d'un isocristal surconvergent E, alors la cohomologie rigide de E 
s'exprime elle aussi comme limite de cohomologies syntomiques : la cohomo- 
logie étale à supports compacts de T est alors les points fixes du Frobenius 
agissant sur la cohomologie rigide de E. 

Abstract 

Syntomic cohomology here defined yields a link between rigid cohomo- 
logy and étale cohomology, viewing the last one as the fixed points under 
Frobenius of the former one. 

Let V be a complète discrète valuation ring, with perfect residue field 
k = V/m of characteristic p > and fraction field K of characteristic 0. 
Having defined syntomic cohomology with compact supports of an abelian 
sheaf T on a /c-scheme X, we show that it coincides with étale cohomology 
with compact supports when T is a lisse sheaf. If moreover the convergent 
F-isocrystal associated to T cornes from an overconvergent isocrystal E, then 
the rigid cohomology of E expresses as a limit of syntomic cohomologies : 
then the étale cohomology with compact supports of T is the fixed points of 
Frobenius acting on the rigid cohomology of E. 
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Introduction 



La cohomologie syntomique introduite dans cet article fait le lien entre la 
cohomologie étale et la cohomologie rigide, lien qui sera utilisé ultérieurement 
pour résoudre une conjecture de Katz sur les zéros et pôles unités p-adiques 
des fonctions L. 

Comme pour le topos étale [Mi, II, theo 3.10] on obtient au §1 une des- 
cription du topos syntomique [théo (1.3)] calquée sur celle de [SGA 4,T 1, 
IV, théo (9.5.4)], SGA 4 qui travaille en termes de sous-topos ouvert et du 
sous-topos fermé complémentaire. On en déduit les suites exactes courtes 
usuelles de localisation [théo (1.5)]. 

Au §2 la cohomologie syntomique à supports compacts est définie : en 
particulier il faut s'assurer de l'indépendance par rapport à la compactifi- 
cation choisie [prop (2.1)]. Les suites exactes courtes de localisation du §1 
fournissent alors la suite exacte longue de localisation en cohomologie synto- 
mique à supports compacts [théo (2.6)]. 

Au §3 on établit que les cohomologies syntomique et étale à supports com- 
pacts d'un faisceau lisse T coïncident [théo (3.2)]. De même la cohomologie 
rigide à supports compacts d'un F-isocristal surconvergent unité E associé 
à T coïncide avec une limite de la cohomologie syntomique à supports com- 
pacts d'un E™~ cris associé à T [ théo (3.3.13)(1) et (3.3.16)]. Comme il existe 
une suite exacte courte sur le site syntomique qui relie T et E™~ cns [théo 
(3.3.12)], on en déduit que la cohomologie étale à supports compacts de T 
s'identifie aux points fixes du Frobenius agissant sur la cohomologie rigide à 
supports compacts de E [théo(3.3.13) (2) et (3)]. 



1. Site syntomique 

1.1. Si X est un schéma quelconque, le gros site syntomique de X est 
défini comme suit [SGA 3, IV, 6.3] : la catégorie sous-jacente est celle des 
schémas sur X et la topologie est engendrée par les familles finies surjectives 
de morphismes syntomiques (i.e. plats et localement intersection complète). 
On rappelle que les morphismes syntomiques sont ouverts, demeurent synto- 
miques par changement de base, et sont localement relevables le long d'une 
immersion fermée. Le gros site (resp. petit site) syntomique de X sera noté 
SYNT(X) (resp. synt(X)) et le topos correspondant Xsynt (resp. X synt ) : 
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lorsqu'on ne voudra pas distinguer entre les deux situations on notera T(X) 
(resp. X r ) l'un ou l'autre de ces deux sites (resp. topos). 

Soit j : U <^-> X une immersion ouverte ; j définit un couple de foncteurs 
adjoints (j*, j -1 ) 

U T ^ X r . 

j* 

Dans la suite Xq- sera annelé par un faisceau d'anneaux A et Ut sera annelé 
par j~ x A, noté A\u '■ on note ^4X7- (resp. a\uUt) la catégorie des faisceaux 
des ^4-modules à gauche sur Xt (resp. des ^[/-modules à gauche sur Ut)- 
Le foncteur 

j* '■ aXt — ► a\uUt 
admet un adjoint à gauche j\ [Mi, II, Rk 3.18] et [SGA 4, IV, § 14] défini par 

( v / J\(F)(X') = JF(X') si X' — ► X se factorise par U 
[ ' \ et J\{F){X') = sinon; 

ji est exact [loc. cit] . 

Remarquons que j* est exact puisqu'il admet un adjoint à droite et un ad- 
joint à gauche. 

De même si i : Z <^-> X est une immersion fermée, i définit un couple de 
foncteurs adjoints : 

^ X7- ; 

Z7- sera annelé par i~ l A, noté A\z- 
Le foncteur 

admet un adjoint à gauche ^ [Mi, II, Rk 3.18] et i\ est exact [loc. cit.] : en 
particulier 

** : ^X SY NT > A\zZ$YNT 

est exact. 
Le foncteur 

i* '■ ^X synt > A\zZ syll t 
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est lui aussi exact grâce à [Mi, II, 2.6 et 3.0 p 68] et [EGA 0/, 1.4.12] car les 
morphismes syntomiques demeurent syntomiques par changement de base. 
De plus le foncteur 

i* '■ a\zZt — ► aXt 

est exact, car tout morphisme syntomique se relève, localement le long d'une 
immersion fermée, en un morphisme syntomique. 

1.2. Soient % : Z X une immersion fermée, et j : U X l'im- 
mersion ouverte du complémentaire de Z. Pour un X-schéma X' on note 
U' — X' x x U, Z' = X' x x Z ; tout recouvrement syntomique W -» Z' se 
relève localement en W — > X' syntomique : pour alléger l'écriture on suppo- 
sera le relèvement global^Par suite, si U -» U' est surjectif syntomique et W 
tel que ci-dessus, alors (U, W) est un recouvrement syntomique de X' . 

Lemme (1.2.1). Avec les notations de (1.2) et pour T G a^t le carré 
suivant, où les flèches sont les flèches canoniques 

T *3*f(F) 

est cartésien. 

Démonstration. On notera Q le produit fibré. 

Pour un X-schéma X' on considère un recouvrement (U, W) de X' du type 
précédent : comme U — > X' et W — > X' sont deux morphismes syntomiques, 
on est ramené à établir l'isomorphisme T ^ Q au-dessus d'un X'-schéma 
syntomique W ; la démonstration se fait donc sur le petit site de X'. On pose 
W = W x x > Z'. 

Le faisceau j*j*{J-) est le faisceau associé au préfaisceau 

W i — ► F(V) , avec V := W x x > U', 
et est le faisceau associé au préfaisceau 

W i — > \imF(W) , 

w' 

la limite étant prise sur les diagrammes commutatifs 
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w 



w 



w 



(1.2.2) 



X' 



avec W — > W syntomique. 

De même est le faisceau associé au préfaisceau 

W i— > lim^(W' x w V) = lim^(W x x > U'), 




avec W comme en (1.2.2). On remarque alors que (V, W) est un recouvre- 
ment syntomique de W : en effet le W^-morphisme W — > W fournit une 
section du morphisme syntomique W x^W ^ W ; ce dernier est donc sur- 



Ainsi on a bien un isomorphisme T — > Q au-dessus de W, d'où le lemme. □ 

Notons T( A X r ) la catégorie des triplets F^d) où T\ E^\z Z r , T-i G 
a\uUt et a est un morphisme a : T\ — > i*j*J~2 ', les morphismes entre deux 
tels triplets sont définis de la manière naturelle, analogue à [Mi, II, § 3]. 

Théorème(1.3). Soient i : Z <-^> X une immersion fermée de schémas et 
j : U <^-> X l'immersion ouverte du complémentaire de Z . Le fondeur 



où a est le morphisme canonique a : %*T — > i*j*j*F, induit une équivalence 
de catégories entre a^t et T(^Xr)- 

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de Fontaine-Messing 
[F-M, 4.4]. Le théorème résulte du lemme (1.2.1) par la même méthode que 
pour le site étale [Mi, II, theo 3.10]. □ 

En identifiant a^t et T(^Xq-) via le théorème (1.3) on définit six fonc- 
teurs 




3\ 



(1.4) 




■ l 

V 
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dont la description est la suivante : 

i* : <- (F u F 2 , u:T x ^ i*J*F 2 ), 3\ ■ (0, ^2, 0) <- .F 2 

i* : ^1 h-> (^1, 0, 0) , j* : (.Fi, ^2, « : -> 1*3*^2) >-> ^2 

r : Kera <— (jF l5 ^2, « : — > 1*3*^2)1 

3* : {i*3\T 2 ,T 2 ,id : ^j*^ -> 1*3*^2) <- ^2- 

Théorème(1.5). ^vec /es notations précédentes on a : 

(1) Chaque Joncteur est adjoint à gauche de celui écrit la ligne au-dessous ; 
en particulier on a un isomorphisme de transitivité {3132)1. = jvj2\- 

(2) Les fondeurs sont exacts ; les fondeurs 3*, v sont exacts à 
gauche. 

(3) Les composés sont nuls. 

(4) Les fondeurs i*, j* et j\ sont pleinement fidèles. 

(5) Les fondeurs j*,j*,i l ,i* envoient les injedifs sur les injedifs. 

(6) Pour tout T G .4 X<r (resp. T &a\u Ut) on a des suites exactes courtes 

(6.1) — ► 3\fT — > T — ► iJ*F — ► 

(6.2) — > i^T — ► T — > 3*3* F 

[resp. (6.3) — ► 3\J= — ► 3\T — ► %*%*3\T — ► 0]. 
De plus le couple de fondeurs (i*,j*) est conservatif. 

Démonstration. 

Le (1) et le (2) ont déjà été vus, et l' isomorphisme de transitivité {jij 2 )\ = 
juj 2 \ résulte de la formule (jij 2 )* = j 2 j*- 

Le (3) et le (4) résultent des descriptions (1.4). 

Le (5) résulte de (1) et (2) et du fait qu'un foncteur avec un adjoint à 
gauche exact préserve les injectifs [Mi, III, 1.2]. 

La suite (6.3)) provient de (6.1) en remarquant que j*j*J- = T . 
Compte tenu des identifications (1.4) la suite (6.1) s'écrit 

— (0, 0) — a) — 0, 0) — 0. 

Pour démontrer qu'elle est exacte il nous suffit donc de montrer qu'une suite 
de A X r 

(6.4) — >F — ► T — >T" — >0 
est exacte si et seulement si les suites 

(6.5) — >i*{P) — — >i*{T") — >0 
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(6.6) — j*(F) — — j*OF') — 

de _4|z-Zr et a\uUt respectivement, sont exactes, i.e. que le couple de fonc- 
teurs est conservatif. 

L'exactitude de (6.4) entraîne celle de (6.5) et (6.6) puisque i* et j* sont 
exacts. 

Réciproquement, l'exactitude de (6.5) et (6.6) entraîne celle des suites 

(6. 7) — ► {F) — > ni* (F) ^ ni* (F) — > 0, 

(6.8) — j*f(F) — > j*j*(.F) ™> jm j*(F»), 

(6.9) — ni*j*j*(F) — ùi*j*f(F) — i*i*j*f(F), 
d'où l'exactitude de 

^.io; — >.r — >;f — ► jf" 

grâce au lemme (1.2.1). 

Donc pour tout G .4 X7- on a l'exactitude de la suite 

— > jij*-? 7 — ► -F — ► i*i*^F- 

Montrons la surjectivité de p : T — * i*i*J-. Comme pour le lemme (1.2.1), 
dont on utilise les notations, on est ramené au petit site de X'. Soient W 
un X'-schéma syntomique, V := W x x > U' et s G {F)(W) = lim^W'), 

w' 

où W est comme dans (1.2.2) : il existe un W et Sw> G J-(W') d'image s. 
On a vu dans la preuve du lemme (1.2.1) que (V, W) est un recouvrement 
syntomique de W : notons s' l'image de s par l'application restriction 

î*î*F(W) — > î*î*F(W') 



s 1— > s' ; 

alors sw> G J-(W') a pour image s' par p. 
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Comme i*i*{J-){y) = 0, tout s v G J-(V) est un relèvement de s dans 
M*(.F)(V) = 0. D'où la surjectivité de p, et l'exactitude de (6.1). 

On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes 
]\3*F T T 



u 


V 


w 









*■ *■ T" *■ *■ 0. 

L'exactitude de (6.5) et (6.6) et celle des foncteurs j\ et prouve que u et w 
sont surjectifs : d'où la surjectivité de v ; jointe à l'exactitude de (6.10) ceci 
prouve que le couple est conservatif. 

L'exactitude de (6.2) en résulte via la description de v fournie en (1.4). □ 

2. Cohomologie syntomique à supports com- 
pacts 

Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps k ; on sait par Nagata 
que X est ouvert dans un /c-schéma propre X ; on note j : X <-» X l'immer- 
sion ouverte. 

On se place sous les notations de (1.1) : Xq- est annelé par un faisceau 
d'anneaux A et T est un faisceau de «4-modules. 

Si T est élément de ^X synt , on notera encore T son image inverse dans 
^X SY NT par le morphisme de topos X SY nt —> -^synt et pour tout entier i ^ 0, 
on a [E-LS 2, (1.2)] 

H l (X synt , T) = H 1 (J^synt? -F) -, 
et de même pour la topologie étale. 

Proposition - Définition (2.1). Sous les hypothèses précédentes, si A 
est de torsion et T un élément de ^ |x Xr, le complexe KT(Xr,j\ J~) est 
indépendant de la compactification X de X , et sera noté 

R^synt,c(X, T) ; 

ses groupes de cohomologie seront notés 
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H lynt,c( X i F) 

et appelés groupes de cohomologie syntomique à supports compacts. 
Démonstration. Si 

X e '- -x' 



Spec k 

est une autre compactification de X, on note x" l'image schématique de X 
plongé diagonalement dans X x^. X , j" : X "-^ X l'immersion ouverte et 
g : X — > X, g' : X — > X les deux projections (propres). 

Il s'agit de montrer que 

(2.2) RT(X r ,ji F) = Rr(Xr,j{' T). 

Ceci va résulter de la proposition plus générale suivante. 
Proposition (2.3). Supposons donné un carré cartésien de k-schémas 

X'^X' 



x^^x 



où X est propre sur k, f est propre, j , f sont des immersions ouvertes. Si 
T est un faisceau abélien de torsion sur X' r , alors on a des isomorphismes 

RT(X T ,ji Rf* T) ~ RT(Xt, Rj* j[ F) 
-RTÇtrJîF). 
En effet (2.1) résulte de (2.3) via le lemme suivant : 
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Lemme (2.4). Si 



X 




X 




X 



est un triangle commutatif de schémas, avec j, j" des immersions ouvertes 
dominantes, alors X est le produit fibre X XjX . 

Démonstration de (2.4)- Soit U" le produit fibre 




Puisque / o tp = id, tp est une immersion fermée [EGA I, (4.3.6) (iv)] ; or 
tp est étale, car j o tp = j" et j, j" sont étales [EGA IV, (17.3.5)]. Ainsi p 
est une immersion ouverte [EGA IV, (17.9.1); EGA I, 4.2]. De plus tp est 
dominante car j" l'est ; donc p> est surjective, car tp est finie. Une immersion 
ouverte surjective est un isomorphisme. □ 

Démonstration de (2.3). Faisons la démonstration dans le cas des gros topos 
syntomiques : pour les petits topos cela résulte de l'égalité 



^(Asynt,^) = H l (X synt ,G) 

valable pour tout faisceau abélien G sur synt(X), et tout entier % ^ [E-LS 
2, 1.2] et [Mi, II, prop 3.1]. On désigne par un "ET" en indice les gros topos 
étales [E-LS 2, § 1]. 



On a un cube commutatif de morphismes de gros topos 
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-ZsYNT 



Jet 



■ET 



où Z = X \ X, et un isomorphisme 

-Rr(XsYNT, j! -R/SYNT* F) — -Rr(X ET , Rftx* JSYNT ! -R/sYNT* F)- 

Supposons établie la proposition suivante : 

Proposition (2.5). Avec les notations précédentes, annelons Xsynt par A 
et X ET par B = f^x*A. Alors pour tout H G a\x^synt on a un isomorphisme 

JET! R/3 X .(H)^Rfcr JSYNT! (H)- 

Alors on a des isomorphismes 

RT(X SYNT , j! RfsYNT* F) ~ RT(X ET , j ET! RfsYNT* J 7 ) 

~ i?r(X E T, JET! Rf ET* Rfix'* F) 

~ i?r(X ET , ^R/et* Jet! ^) [ SGA 4 > XVII, lemme 5-1-6] car .F 

de torsion. 

— -Rr(X ET , -R/ ET * Rflx>* JsYNT! 

F) [Prop (2.5)] 

— -Rr(X ET , -R/%* -R/sYNT* JsYNT! -^") 

~ i?r (X S ynt, -R/synt* Jsynt! 
d'où la proposition (2.3). 



12 



Etablissons la proposition (2.5). 

Puisque Jet! et j'synt! sont exacts, il suffit de montrer l'isomorphisme 
Jet! Px* — > /%*jsYNT!- 

Par le lemme du serpent appliqué au morphisme de suites exactes 
(2.5.1) 

*~jET\Px*'H >" jET*f3x*T~t] >- ÏET*«ETiET*/^X*^ >" 

^ET* i ET /3~X* J S YNT* H 

«ET* flz* ^SYNT JSYNT* 'H 

■' 

>" /%* JSYNT!^ >" /%* JSYNT*^ *" /^x^SYNT^sYNtJSYNT*^ , 

il nous suffit de montrer que, pour tout faisceau Ç, on a un isomorphisme 
(2.5.2) i ET * i ET /%* (G) A- i ET » ^synt(^) - 

Or ï E T* îJet Px*{Q) est le faisceau associé au préfaisceau 

X ' ^ ï et /%*(S)(Z x x Z') = hm/V(£)(X") 

X" 

= lim£(X") ~£(Z x T x) 

X" 

où X est un X-schéma et la limite inductive est prise sur les diagrammes 
commutatifs 

X"^ Z Xjl' 

X- Z 

où X" est un X-schéma; comme ïet* /9z* ^synt(^) a l a m ême description, il 
en résulte que ip est un isomorphisme. □ 

Théorème (2.6). Soient i\ : Z X nne immersion fermée entre deux k- 
schémas séparés de type fini, ji : U <^-> X l'immersion ouverte du complémentaire 
et T G .4X7-, d'à -A esi faisceau d'anneaux de torsion. Alors on a une suite 
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exacte longue de cohomologie syntomique à supports compacts 



Démonstration. Choisissons une compactification X de X au-dessus de fc, 
j : X <^-> X l'immersion ouverte dominante et soit Z l'adhérence schématique 
de Z dans X. On a alors un diagramme commutatif à carrés cartésiens 



(2.6.1) 



zy-^z 



x^+x 

3 



n 



où % est une immersion fermée et j, j des immersions ouvertes. 
En appliquant le foncteur exact j, à la suite exacte 



ji! j\ ? — ► F — ► k* il ? — > 0, 



on obtient la suite exacte 



(2.6.2) 







car j\ ju = j\ [Théo (1.5) (1)]. Or l'exactitude des foncteurs ii* et i*, jointe 
à la proposition (2.3), donne un isomorphisme 

RV{X T Ji tu il F^RTÇZtJ, il T) ; 

ainsi, par application du foncteur RT(Xq-, — ) à la suite exacte (2.6.2) on 
obtient, via (2.1), un triangle distingué 

(2.6.3) RT syDt:C (U, Fp) — > RT syntjC (X, T) — > RT ' syn t,c(-Z ', T\z) , 



qui fournit à son tour la suite exacte longue du théorème. □ 
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3. Comparaison avec la cohomologie étale et la 
cohomologie rigide 

3.0. On suppose dans ce § 3 que le corps k contient ¥ q , q = p a . On 
désigne par C(k) un anneau de Cohen de k de caractéristique et par K le 
corps des fractions de C(k). 

Comme en [Et 3, III (3.3)] ou [Et 5, (3.3)], V est un anneau de valuation 
discrète complet, d'uniformisante n et a : V — > V un relèvement de la puis- 
sance q de k tel que a(ir) = n construit via [Et 2, 1.1]. 

On note e l'indice de ramification de V, K = Frac(V), V a = Ker{l — a : 
V -> V}, V n = V/ir n+1 V, V u n = V a /n n+1 V a et K a = Frac(V CT ). 

Si X est un schéma on dit qu'un V^-module JF sur ét(X) est locale- 
ment trivial (on dit aussi constant-tordu constructible ou encore localement 
constant constructible) s'il est localement isomorphe à une somme directe 
finie de copies de : c'est alors la même chose de dire qu'il est localement 
trivial sur SYNT(X) [E-LS 2, 5.1]. 

Un V°-faisceau lisse T (localement libre de rang fini) sur X est un système 
projectif T = (J 7 n )nen où, pour tout n, T n est un V^-module localement tri- 
vial sur êt(X) et pour n' > n, T n = T n i <g> V£. Les fT°"-faisceaux lisses sont 
les V-faisceaux lisses à isogénie près. 

Pour un V^-faisceau lisse T (resp. un i^-faisceau lisse J-'q) sur X on 
pose, pour tout entier i ^ 



[resp. Hi ynt;C (X, F Q ) = (lim H^X, F n )) K°\ . 

n 

Proposition (3.1). Soient X un schéma et T un faisceau abélien sur ét(X) ; 
on note encore T son image inverse par le morphisme de topos X synt — > X ét . 
Alors, pour tout entier i ^ 0, on a un isomorphisme 

Démonstration. Résulte de [E-LS 2, 1.3]. □ 
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Théorème (3.2). Supposons k séparablement clos. Soient X un k-schéma 
séparé de type fini, J-'q un K° -faisceau lisse sur X et f : Y — > X sur k- 
morphisme fini étale galoisien de groupe G. Alors, pour tout entier i ^ 0, on 
a des isomorphismes de K a -espaces vectoriels de dimension finie 



hux, j- Q ) * hux, ur^f ~ huy, r? Q f 



~ Hi ynttC (x, ^ Q ) ~ // s v nt>c (x, /*/*.f q ) g ~ /^ yntiC (y, /*.f q ) g . 

Démonstration. Compte tenu de (3.1) il suffit de montrer l'assertion pour la 
cohomologie étale. Puisque / est fini, /* est exact, et on est ramené à montrer 
l'isomorphisme 

(3.2.1) Hl t /X, T) ® v « K° ~ [Ht t:C (X : Uf*T) ® v « K°f 
pour un V°-faisceau lisse T. 

Comme T est localement libre on établit le lemme suivant comme [Et 1, III 

(3.1.2) ]. 

Lemme (3.2.2). Sous les hypothèses précédentes, on a un isomorphisme 

Soient X une compactification de X au-dessus de k et j : X <^-> X l'im- 
mersion ouverte correspondante. Par exactitude du foncteur j\ on déduit de 

(3.2.2) des isomorphismes 

(3.2.3) j>f ' -rM-J-ff ~ (jJJ*Ff. 

Le corps k étant séparablement clos, les groupes H\ t C (X, F n ) et ifj t C (X, /*/*.F n ) 
sont des V^-modules de type fini [SGA 4, XVII, 5.3.8] ; par suite les groupes 
H l étc (X,!F) et H l ét C (X, f*f*F) sont des V CT -modules de type fini, engendrés 
par tout sous-ensemble qui les engendre mod.7r. 

On achève la démonstration de (3.2) comme [Et 1, III, 3.1.1]. □ 

3.3. Soient X un /c-schéma et H un module localement trivial sur 
SYNT(X). On considère le morphisme de topos annelés [E-LS 2, 5.3] 



u = u 



X/V„-SYNT : (W^«)cRIS-SYNT> ® X/V n ) > (^SYNT, K) 
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et on note 
et 

T (m) (ft) cris := u*(T {m \H)) = u*u*(H) [E-LS 2, 1.11] 
(3.3.1) = H ® v « u^O^J = H ® v « 0™, 

où l'on a posé 0™ := ti.(0<$,J. 

Soient i : Z X une immersion fermée et j : U X l'immersion 
ouverte du complémentaire :jeti définissent respectivement des morphismes 
de topos [cf (1.1)] 



j '■ t^SYNT — ► X\ 



SYNT 



i '■ ZsYNT > XsYNT 



et même des morphismes de topos annelés 

(3-3.2) j v : (C/sYNT, Vn,u) *• (^SYNT,V^ X ) 

(3-3.3) i v : (Z S ynt, V£ z ) — > (-^synt, V£,x) 

oùv„v = r 1 (v„v) , v^ z = i-\vz :X ), 

V° x étant le faisceau d'anneaux sur Xsynt- 

On déduit alors de (1.4) l'existence de six foncteurs 



(3-3.4) V^ Z ^SYNT %V *> Vg x ^SYNT ^ > V^^SYNT 



Jv* 



Lemme (3.3.5). Sous les hypothèses précédentes on a des isomorphismes 
de faisceaux sur les gros sites syntomiques : 
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(3.3.5.1) r'O^^O^™ 

(3.3.5.2) t -l rn- C ns^ rn-cns_ 

Démonstration. Comme 3~ l O™~^ xl% est le faisceau associé au préfaisceau qui 
à tout [/-schéma U' associe 

oZx CTis (u') = r((C/7Vn)S Is . S YNT, <L) [E-LS 2, 1.10] 

pyn— cris/rr/\ 

— W n,U \ U )■> 

on a bien (3.3.5.1). De même pour (3.3.5.2). □ 

Grâce au lemme (3.3.5) les morphismes de topos j et i ci-dessus induisent 
des morphismes de topos annelés 

(3-3.6) j ■ (f^SYNT, 0™^™) *■ (^SYNT, Onjf™) 

(3.3.7) i : (^synt, O r ^ z CIls ) — > (X SY nt, 0™^ cns ) 

et six foncteurs 



(3.3.8) ^m— cris -ZgYNT ^°* ? ^m-cris ^CgYNT — ? /^m-cris C/gYNT 

t -n,Z W n,X ^n,U 



JO* 



En utilisant la description (1.4), ou le théorème (1.5) (6.1) on en déduit 
la proposition suivante : 

Proposition (3.3.9). Sous les hypothèses et notations de (3.3) on a : 

(1) Si G est un 0™j} cns -module, alors on a un isomorphisme canonique 

jv\(Q) ^jo\{Q)- 

(2) Si G est un V^ v -module, alors on a des isomorphismes canoniques 
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*MQ) ®v nV o" is - 

Les formules du (2) sont à comparer à celles de [SGA 4, IV, prop 12.11 
(b)]- 

Supposons à présent que JF est un V^-module localement trivial sur 
SYNT(C/) : T étant localement trivial, le morphisme F* : T — > T^ 1 = 
F^ 1 (^ r ) est un isomorphisme ; on pose F = F* -1 : ^ T et <f>u = 
Tt™)(F) : T(H(jr)(«) = r( m '(^«))^r (m) (^ qui munit T^ m )(jF) d'une 
structure de F-m-cristal localement trivial [E-LS 2, 5.3]. 

On note encore (pu '■ T^(jF) cns — > yW^j™ 3 l'homomorphisme obtenu 
en composant <p c ^ s avec F* : T( m )(T) cris -> T^(F) cris ^ [E-LS 2, 5.2]. Alors 
la suite exacte de [E-LS 2, théo 5.5] s'interprète, via (3.3.1), comme une suite 
exacte sur SYNT(£7) : 

(3.3.10) — >F — >u* u*(F) — >u*u*{F) — >0 

1-0(7 

ou encore 

(3.3.11) — F — > F «v* OZu™ — > F ®vg 0^ cris — . 

En lui appliquant le foncteur exact jv! [théo 1.5], on obtient encore une suite 
exacte, ce qui, compte tenu de (3.3.9), établit le théorème suivant : 

Théorème (3.3.12). Sous les notations de (3.3), si T est un V^-module 
localement trivial sur SYNT{U), alors on a des suites exactes de V^-modules 
sur SYNT(X) : 

0— JV! ^ — Jo.(^®vs Onv™) ^ jo<{F ®v° n 0" is ) — 

— jvi ? — jvi {F) ® vg OZx ris ^ 3v\ {F) ® v* O^x™ — 
où <p = jv\{<t>u)- 

Les suites exactes du théorème (3.3.12) vont nous permettre en passant 
à la cohomologie dans le théorème suivant de relier cohomologie étale et co- 
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homologie rigide. 

Théorème (3.3.13). On suppose le corps k parfait. Soient X un k-schéma 
séparé de type fini, J-'q un K° -faisceau lisse sur X et Ek € F a -Isoc(X/K)° 
le F -isocristal convergent associé à J-'q [E-LS 2; 5.6] et on suppose que Ek 
provient de E' K G F a -Isoé (X / ' K)° par le fondeur d'oubli F a -Isoê(X/K)° — > 
F a -Isoc(X/K)° . On note T = (J 7 n )nen un V a -faisceau lisse associé à J-'q et 

E rn-cris = T (m) (jF n ) c ™ ^ 3J JJ_ 

Alors on a : 

(1) II existe un isomorphisme canonique 

RT lig , c (X/K, E ] K ) = R\im[(R\imRT synt ^X, E™)) ® Q]- 

m n 

(2) Si de plus k est algébriquement clos, il existe, pour tout entier i ^ 0, 
une suite exacte courte 

O -> H^ C (X, F Q ) -> H^ C (X/K, E K ) ^ H^ C (X/K, E K ) -> 0. 
Démonstration. 

Prouvons le (1). Comme la cohomologie rigide à supports compacts ne dépend 
que du schéma réduit sous-jacent à X, on peut supposer X réduit. On va 
faire une récurrence sur la dimension de X. 

Si dim X = 0, alors X = SpecA; où Ai est artinien [Eis., cor 9.1] car 

finie 

X est de type fini sur k, et Ai est un produit fini n A^ mj d'anneaux artiniens 

3 

locaux réduits (X est réduit) : ainsi A^ m , est un corps [Bour, A VIII, § 6, 
n°4, prop 9] kij extension finie du corps parfait k [Eis, cor 2.15]. En particu- 
lier X est fini étale sur k, et alors l'assertion du théorème est prouvée dans 
[E-LS 2, prop 3.11]. 

Si dim X ^ 1, il existe, puisque k est parfait et X réduit, un ou- 
vert non vide U X qui est lisse sur k, de fermé complémentaire Z 
tel que dim Z < dim X. Comme les deux foncteurs RT rigjC (X/ K, — ) et 
Rhm [(RhmRT syntiC (X, (-)™~ cris )) <g> Q)] donnent lieu à des' triangles dis- 

m n 

tingués faisant intervenir X, U et Z on est ramené à prouver le théorème 
pour U. Donc on peut supposer X lisse connexe et aussi K' = K avec 
e ^ p — 1, avec JF un V-faisceau lisse sur X, associé à un F-cristal unité E 
sur X/V, d'isocristal convergent unité Ek par [B, (2.4.2)] supposé provenir 
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de E\ e F a -lsoc(X/K)°. 



Notons X une compactification de X sur k. D'après le théorème de 
monodromie finie "générique" de Tsuzuki [Tsu 2, theo 3.1] il existe un k- 
schéma projectif et lisse X , un /c-morphisme propre surjectif w : X' — > X 
génériquement étale, tel qu'en posant X' = w~ 1 (X), f : X' X' l'im- 
mersion ouverte, il existe un unique e F a -\soc [ (X' / K)° avec w*(E' [ K ) ~ 

Notons U <^-> X un ouvert dense tel que la restriction w : U' = U x^X' — > 
[/ de ïû soit finie étale : quitte à rétrécir U on peut supposer U affine et 
intégralement clos, de même pour U'. Puisque U et U' sont connexes il existe 
un morphisme fini étale s : U" — > f/' tel que le composé / : w o s : U" — > U 
soit fini étale galoisien de groupe noté G [Mi, I, Rk 5.4]. Désignons par X" 
la fermeture intégrale de X' dans U" : on obtient un diagramme commutatif 
à carrés cartésiens 



U"C 3 1 ^ 




JU 



où s est un morphisme fini et les flèches horizontales sont des immersions 
ouvertes : en particulier X" est une compactification de U" . On note Z 
l'adhérence schématique de Z dans X et jz '■ Z <^-> Z l'immersion ouverte 
dominante. 

Puisque X' est propre et lisse sur k, il existe, d'après (3.3.13) un F-cristal 
unité M sur X 7 tel que ~ M an . Posons M = s* cms (M), M = jç^as(M) ; 
d'après [B, (2.42)] M. est isogène à /cris(^V)> i- e - n existe un entier r ^ 
et des morphismes 

a: M — > fcRis( E \u), 

P '■ fcms( E \u) — * M, 
tels que ao/3 = p r et /9oq; = p r . On notera le F- isocristal (sur) convergent 
sur X" associé à M et M* K = j"\M.K)- D'après [B-M 1, cor du théo 6] le 
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F-cristal unité M. est le cristal de Dieudonné d'un groupe p-divisible étale, 
dont le V CT -faisceau lisse associé sera noté G = (G n )neN ; on pose G = j"*(G)- 

L'isogénie a (resp (3) fournit une isogénie ag : G — > f*{J-\u) (resp (3g : 
f*{F\u) G) telle que ag o (3g = p r et (3g o ag = p r . 

L'isogénie a (resp (3) fournit, par la construction de Berthelot [B, (2.4.2)], 
un isomorphisme sur les F- iso cristaux convergents associés 

a K : M K f* g (E Klu ) 

(resp (3 K : f* g (E Klu ) M K )- 

D'après [Et 2, théo 5] l' isomorphisme ax (resp. (3k) se relève de manière 
unique en un isomorphisme 

<* K --M K ^f:^ KW ) 

de même l'action de G sur f* ig (E K \u) se relève de manière unique à f* ig (E* K \ v ). 

D'autre part, par le théorème (3.3.12), on a un morphisme de suites 
exactes sur SYNT(X 77 ) 



(Si) >jir(Fn\u) » jifèuamu)? 



i-< 



(S 2 ) 0- 



■jt'Gn 



1-, 



^ ,' f* ( jp, \ m— cris ^ n 

- — - j,".A/Ç~ cris o 



o" KA m — cr i s 
'Jl Jvl n 



Le groupe G agit de manière équivariante sur la suite exacte (Si), donc 
sur le triangle distingué C"(Si) obtenu en lui appliquant le foncteur 



C" := Rhm{(R\imRT(X" SYNT -)) 



Comme C"(j"((3)™) =: (3 est un isomorphisme, et de même en remplaçant 
(3 par a, ou ag, (3g, le triangle distingué C"(S 2 ) obtenu en appliquant C" à (S 2 ) 
est aussi G-équivariant par transport de structure par ces isomorphismes : 
compte tenu de [E-LS 2, (3.11)] ce morphisme de triangles s'identifie à 
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(3.3.13.1) Rr ét , c (U",f*(^u)) 

RTét,c(j3g)m ^ 

(3.3.13.2) RF éttC (U", G) (g 



flr rig , c (/4) 



«r rig , c (/4) 



i?r rig)C (c/", à^) — : i?r rig;C (c/", M\ 



" A/ft 



En prenant les points fixes sous G dans l'isomorphisme 

et en prouvant à la manière du théorème (3.2) que les points fixes sous G du 
membre de droite s'identifient à 



C(jm E 



\u„ 



:= R\im{(R\imRr(X SYNT ,j m E™~ c " s )) 



on a prouvé le (1) du théorème (3.3.13) pour U grâce à [Et 3, IV, théo (4.2)] 
ou [Et 6, théo (4.2)]. 

On a donc deux triangles distingués reliés par des flèches qui sont des 
isomorphismes 

itT rig , c (c/, e^ v ) i?r rig , c (x, tf K ) — Rr Iis , c (z, e^ z ) 



C(jm E, 



m— cris \ 
\U n ) 



■C(j, E™ 



+ C(j z < E, 



m— cns\ 
\Z„ > 



d'après les axiomes des catégories triangulées [H, I, §1] on peut compléter 

par un isomorphisme au milieu. 

Ceci achève la preuve du (1) du théorème. 

Prouvons à présent le (2). Comme k est algébriquement clos les points fixes 
sous G de RT ét>c (U", f*{F\u)) ® Q sont égaux à RT 6t>c (U, Fp) (g) Q. Par suite 
les points fixes sous G du triangle distingué (3.3.13.1) G-équivariant four- 
nissent une suite exacte longue de cohomologie 

(3.3.13.3) -> Hi t ^U,^u)m H^U/K,^) ^H^ C (U/ K, E^) -, . 

Les groupes de cohomologie rigide H l T - lgc {JJ j K, E' Ku ) étant de dimension fi- 
nie sur K [Tsu 1, theo 6.1.2], et k algébriquement clos, ces suites exactes se 
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scindent en suites exactes courtes [I£] II, lemme 5.6]. Notons Z <^-> X l'im- 
mersion du fermé complémentaire à U (rappelons que X est supposé réduit). 
Si dim Z = 0, Z est fini étale sur k et on a une suite analogue à (3.3.13.3) 
pour Z : par récurrence sur la dimension de X on peut donc supposer l'exis- 
tence de suites exactes courtes telles que (3.3.13.3) pour U et pour Z. En 
particulier on a trois triangles distingués horizontaux reliés par des flèches 
induites par (3.3.13.3) appliqué à U et Z : 



(3.3.13.4) £T rig , c ([/, E^J RT lig , c (X, tf K ) i?r rig , c (Z, E^J 



1-4> V 



RT rig AU, tf Kw ) — i?r rigiC (x, rf K ) — RT rig AZ, E^); 

par les axiomes des catégories triangulées [H, I, § 1] on peut compléter par 
un morphisme RT étjC (X, Fq) — > RT ligjC (X , E^) . Les suites exactes courtes 
(3.3.13.3) pour U et Z fournissent alors l'analogue pour X, d'où le (2) du 
théorème (3.3.13). 

Autre démonstration du (2). Une autre méthode consiste à appliquer le fonc- 
teur C à la suite exacte du théorème (3.3.12) 

(3.3.13.5) - j, T n - j, (.F B ®vg - j ®v* - 

où l'on remarque que E™~ cms = T n ®vg (9™~ cns . Par le (1) du théorème le 
triangle distingué ainsi obtenu s'identifie au triangle distingué 

-Rr ét)C pr, .Fq) — >■ _Rr rigiC (x, e^) — > _Rr rigiC (x, ^). 

La suite exacte longue de cohomologie se scinde alors en suites exactes courtes 
par le même argument que ci-dessus. □ 

Remarque (3.3.14). En supposant seulement que k contient ¥ q [cf (3.0)] et 
que T n est un V^-module localement trivial sur SYNT(X), on pose encore 



El 



n,X 



En appliquant le foncteur RT(Xsynt,-) à la suite exacte (3.3.13.5), on obtient 
un triangle distingué 
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nr I Y T \ ^ pr I Y 771m— cris\ pr ( Y 77im-cris\ 

JtJ- êt,c{A, J- n ) ► -Kl synt,c^, & n ) ► -Kl S ynt,cl^ , & n )■ 
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